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NOMENCLATURA 01
Funções da equação da energia na forma de di^  
ferenças finitas.
Coeficiente de fricção.
Calor específico a pressão constante.
Fator de curvatura, f = R(x) / (R(x) + y)
Constantes da expressão para a viscosidade turbu 
lenta.
Comprimento de mistura.
Máximo valor de j
Raio local da superfície curva.
Velocidade do escoamento potencial.
Componente de velocidade.
Temperatura
Flutuações de velocidades e temperatura. 
Componentes da velocidade e temperatura médias.
Número de Stanton = q/p U« CpCTp-T^)
Número de Reynolds = V ” L
v
Velocidade normal transformada.
Número de Prandtl = —~a
Número de Prandtl turbulento.
Fluxo de calor local por unidade de ãrea. 
Velocidade de fricção.
Velocidade adimensionalizada (u/u*)
Diferença de temperatura entre a parede e do escoamento, 
potencial -(T - T°°)
Coordenada ao longo da linha de corrente.















Condição de escoamento livre 
Condição de escoamento livre 




Condição segundo a espessura da camada limite
RESUMO
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. As equações da camada limite, em escoamentos turbulen­
tos incompressíveis bidimensionais, são solucionadas por um méto­
do implícita de diferenças finitas.
Foram utilizados os conceitos de Viscosidade Turbulen­
ta para a eliminação do termo ténsor-de-Reynolds e de uma Difusi- 
bilidade Térmica Turbulenta para a eliminação da média do produ­
to das flutuações de velocidade e de temperatura.
Feitas as simplificações próprias da camada limite e 
substituindo-se as relações do modelo turbulento obteve-se um 
sistema de três equações diferenciais, não lineares, acopladas 
em coordenadas curvilíneas.
0 modêlo foi aplicado a três tipos de superfícies: pia 
na, côncava e convexa.




The boundary layer equations for turbulent in­
compressible and two-dimendional flows are solved by an. impli^ 
cit difference method.
An eddy-viscosity concept is used to eliminate 
the Reynolds shear-stress term, and an eddy-thermal diffusivi- 
ty concept is used to eliminate the time mean of the product 
of flutuacting velocity and temperature.
After some appropriate simplifications in the 
turbulent model concerning the boundary-layer, a system of
three two-dimensional, coupled partial differential equations 
in curvilinear coordinates was derived.
The model was used in three surfaces types:
flat, concave and convex.




O estudo da camadas limite turbulenta é de grande impor 
tância pela necessidade de se conhecerem acuradamente o coeficien 
te de fricção, tipsferência de calor e ponto de separação do es^  
coamento em numerosos problemas, tais como em projeto de embarca­
ções, turbomãquinas, trocadores de calor e de veículos aeroespar- 
ciais. Por esta razão, depois das bases plantadas por Prandtl 
em 1904, muitos métodos tem sido desenvolvidos para o cálculo da 
camada limite turbulenta.
Depois da introdução do anemómetro de fio quent« para 
medições de perfis de velocidade média e de suas flutuações, um 
enorme número de experimentos foram realizados para determinar as 
características da camada limite turbulenta sob várias condições. 
Embora o problema geral da turbulência ainda não esteja resolvi­
do, estas investigações tem ampliado enormemente o conhecimento 
da estrutura do escoamento turbulento. Elas contribuíram para 
a formulação das leis, que descrevem a distribuição de quantida­
des importantes de uma camada limite turbulenta, tais como perfis 
de velocidade, tensor de cizalhamen.to e coeficiente de fricção.
Muito menos sabe-se sobre o fenômeno turbulento de
transferência de calor. A patte de inúmeras determinações de coe­
ficientes de transporte térmico em condições diversas, o número 
de medições de perfis de temperatura e de suas flutuações é ainda 
mais restrito.
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As teorias mais recentes tentam dar soluções acuradas 
para a equação da energia, assumindo uma distribuição de veloci­
dade conhecida. Entretanto, a equação da energia somente pode 
ser resolvida quando for solucionado seu termo de transferência 
turbulenta. Descrevendo as transferências de momento e de calor 
como Viscosidade Turbulenta Cem) e Difusibilidade Térmica Turbu­
lenta Ccjj) » respectivamente, pode-se introduzir um Número de 
Prandtl Turbulento CPrt) como sendo a razão entre estes termos 
de transferências turbulentas.
Na maioria das vezes, atribuiu-se ao Prt o valor unitá­
rio, conforme analogia de Reynolds, ou Prt aproximadamente 0.9.
Conforme observações de Blom ^  \  o comportamento ge­
ral do Prt é um problema ainda não solucionado, daí justificando 
a necessidade de sua determinação mais acurada.
Spalding e Patankar aplicaram técnicas numéricas
para soluções simultâneas das equações do movimento e da energia. 
Eles usaram o conceito de comprimento de mistura de Prandtl com 
uma variação linear prõximo a parede e um valor constante na ca 
mada externa para relacionar o tensor local ao gradiente de veloc^ 
dade e sugeriram um valor constante para o Prt de modo a solucio 
nar a equação da energia.
Os problemas investigados neste trabalho compreendem 
o escoamento turbulento sobre uma placa plana e superfícies 
côncava e convexa com curvatura longitudinal suave, em regime 
permanente, bidimensional, incompressível, sem dissipação térmi­
ca viscosa e gradientes de pressão.
A diferença de temperatura da parede e do escoamento 
potencial foi assumida de tal ordem a não influenciar as proprie 
dades do fluido mantidas constantes nesta faixa.
Os cálculos para a placa plana são comparados aos da­
dos experimentais de Wieghardt, Moffat, Kays e Blom, reunidos no 
trabalho de Wassel e Catton (H) .
Wassel e Catton comparam três hipóteses diferen -
tes para o transporte turbulento sendo a que entra em consonân - 
cia com o presente estudo ê a hipótese de turbulência de Van 
Driest bem como a representação funcional de Pr^ proposta por 
Rotta.-
Uma vez que o presente trabalho obedece aos procedimen­
tos de diferenciação finita, primeiramente usados por Perei­
ra  ^ Charamba  ^^  e Ferreira  ^ o trabalho de Wassel e 
Catton vem comprovar, já que reune dados experimentais e os re­
sultados teóricos de Spalding-Patankar e Nee-Kovasznay, a aplica 
bilidade do modelo matemático proposto pelos pesquisadores acima 
referidos.
Nos trabalhos de Charamba ^-3) e Ferreira ^4) estuda- 
se o comportamento da camada limite hidrodinâmica para os casos 
em que apresentam superfícies curvas côncavas e convexas em esco 
amentos turbulentos subsônicos.
O presente trabalho, acompanhando todo o procedimento 
desenvolvido por Charamba  ^—  na parte hidrodinâmica, estende 
analogamente o comportamento para a camada limite térmica tur­
bulenta especificamente para superfícies curvas.
A comprovação de todo este desenvolvimento em superfí­
cies curvas baseia-se nos trabalhos experimentais de H. Thomann^^ 
onde o referido pesquisador, trabalhando com transferência de ca 
lor em escoamentos supersônicos, demonstra o acréscimo e decrés­
cimo de aproximadamente 201 na transferência de calor para as 
superfícies côncavàs e convexas, respectivamente, quando compara 




Neste capítulo, são apresentadas as equações diferen­
ciais do problema, bem como a obtenção da equação da energia.
Como uma bem conhecida parte de aproximação da camada 
limite, assumiu-se que os tensores e os fluxos térmicos são cau­
sados por gradientes na direção normal ao escoamento.
Embora o presente trabalho trata com fluxos turbulentos; 
aparecerão somente os valores médios das variáveis, sendo as flu 
tuações expressas em termos de produtos dos gradientes de veloci 
dade e temperatura com os coeficientes de trocas efetivos. A van 
tagem desta formulação é que ela empresta às equações a mesma 
aparência como se fossem da camada limite laminar.
Foi desprezado o efeito das forças de campo em presença 
das forças de inércia, de viscosidade e de contato.
A figura 1 apresenta o sistema de coordenadas adotado. 
Como a proposição é determinar o escoamento incompressível tam­
bém sobre superfícies curvas, há necessidade de um sistema 
de referência compatível com esta situação. O sistema de coorde­
nadas empregado é tal que o eixo dos x segue a superfície curva 
tangencialmente e o eixo dos y a ela é normal ero cada ponto.
U«o,Tf
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Fig. 1 - Sistema de coordenadas numa 
superfície curva.
2.1. Equações Gerais
Para escoamentos laminar e turbulento * em regime perma­
nente, as equações da Continuidade, Navier-Stokes e da Energia, 
conforme Schlichting ^  , receberam as contribuições de curvatu­
ra correspondentes.
Neste estudo, S somente apresentado a formulação para a
equação da Energia, uma vez que as equações da Continuidade e de
oke:
C4)
Navier-St s foram formuladas simultaneamente por Charamba KOJe
Ferreira
Portanto tem-se as seguintes equações: 
Equação da Continuidade,
f ÜJí + iLí + 1 v = o • (2 11
3x 3y R u ’




f u i í  + v ÍI - í u 2 = - I l E  + v 
3x 3y R p 3y
9 2v 
3y2
2f2 i u + í l v + f2 32v f2v + f3 dR u 
R 3x R 3y ax 2 R 2 R2 dx
(2.3)












+ í il 
R 3y
sendo a parte dissipativa, desprezada devido os casos ora 
em discussão também não considera-la, e por sua contribuição ser 
de baixa ordem,
= R(x) ' „
onde R(x), raio de curvatura na superfície.
0 sistema curvilíneo ora apresentado descreve as variá­
veis instantâneas do escoamento turbulento. No entanto, devido 
ao caráter randômico de tais variáveis, houve-se por bem decom - 
pô-las nos seus valores médios e flutuações, ou seja, generica - 
mente a grandeza w compõe-se de w e. w* .
Portanto, tem-se:
u = u + u' ,
v = v + v ’ * (2 .6)
p  =  p  +  p ’ ,
p = P (escoamento incompressível) e
T = T + T ’
Substituindo-se as relações acima nas equações (2.1),
(2.2), (2.3) e (2.4), depois de processadas as médias, conforme 
apresentadas no Apêndice "A", as equações dos escoamentos médio 
tornar-se-ão:
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-- 3v . — 3v _ u2 1 3p . „ f u —  + v —  - £ —  = ----- *-■.+ v
3x 3y R p 3y
32 v 
3y 2
+ f 3v _ 2f* 3u + f2 3^v + f d R - + f y §  





f llLlXl . í C — í
3X R
- u'2 ) ; e (2.9)
pc, f ü  II + v ü  + n v T . ’.) + f H R l l '1 +
3x 3y 3y 3X
+ - v'T' 
R
= K £2 *11+ il dR 3T + f 3T + 
3x2 7 R2 dx 3x R 3y
3 T 
3y 2
( 2 . 10)
Está apresentado no Apêndice "A" o estudo da ordem 
grandeza dos termos das equações do sistema acima.
Portanto, uma vez reduzidas, pelo estudo da ordem 
grandeza,as equações em discussão tornam-se:
de
de
f ♦■li ♦ I v = 0 
3x 3y R
C2 .ll)
f ü  Íü + v i ü  i í i ü . í : )
3x 3y sv 3v Ray y




I ' r 77 3T — 9Tpcw f U — - + V --
P 3x ay
* K —  í ^  | T ) 
3y ' 3y R *
-  p c p  w  C  v ' T ’ í  •  p c p  I c  v ' T ’ 5  C 2 a 3 )
sujeitas às seguintes condições de contorno:
para y = 0 , u = v = 0 e T = T^ e 
para y <5 , ü -*■ Uqo e T -*■ Too
(2.14)
Sendo ô assumida como a distancia da parede ao ponto 
onde a velocidade média difere da velocidade potencial em 1%.
2.2. Hipóteses de Fechamento
Constatam^-se nas equações (2.12) e (2.13) os termos (u'v')
e (v'T') de dupla correlação.
Segundo proposta de Boussinesq, o tensor turbulento
pu'v', resultante da dupla correlação das flutuações de velocida
des, foi substituido por , sendo em viscosidade turbulenta.m 3y ’ m
Diferente de y, viscosidade molecular, em não é uma pro
priedade do fluido, sendo, por outro lado, uma propriedade do es^
tado local de turbulência.
Seu valor varia de ponto a ponto no escoamento, sendo
determinado pela estrutura da turbulência no ponto em questão.
A introdução de £m constitue um ponto de referência pa
ra a construção de um modelo de turbulência, no entanto resulta
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a tarefa de expressar a viscosidade turbulenta em termos de
quantidade conhecidas ou calculáveis.
A hipótese que se assemelha melhor a uma generalização 
racional de em , na região perto da parede, foi proposta por Van 
Driest.
Conforme Pereira Charamba ^  , utilizou-se, neste
trabalho, a seguinte expressão de Van Driest para em , na região 
perto da parede:
Onpp "■ Ki y 2 [1 - expC-y/A) | j |^ | , (2.15)
onde A, uma constante dada por:
- 1/2
(2.16)
Conforme Charamba o modelo para em , na região lon­
ge da parede ê:
(em) = K^UeoCx) 6 Y (2.17)
sendo 6 , espessura de deslocamento, na forma:
* CO




Y fator de intermitência, aproximado pela seguinte formula




0 fator de intermitência y, apresentado por Kleba- 
noff ^ , é uma aproximação muito conveniente para a função-erro 
da viscosidade turbulenta. *
As constantes e ^  nas formulas da viscosidade turbu 
lenta dependem da definição da espessura da camada limite ô. Co 
mo nos estudos de Charamba ^  e Cebéci ^  , atribuiu-se às con£ 
tantes e os valores 0.40 e 0.0168, respectivamente, com ba
se na 6 definida à velocidade de 99% em Uoo(x).
- - (3)
Como e.stensao da proposição de Boussinesq, analogamente
a viscosidade turbulenta, a dupla-correlação (v’T') relacionou- 
se uma outra função e^, difusibilidade térmica turbulenta, da 
seguinte forma: »
(v'T'3 = - e ÍI (2.20)
3y
Seguindo a analogia de Reynolds, ~ em » entretanto 
conforme trabalhos de Spalding e Blom ^ , a viscosidade
turbulenta em e a difusibilidade térmica turbulenta interrela 
cionam-se pela expressão funcional Prt, número de Prandtl turbu­
lento, i.e. :
Resultados experimentais indicam que Pr^ não ê uma consr 
tante na camada limite e sim tuna função da distância da parede . 
Prt é determinado pelas medições dos perfis de velocidade e tem­
peratura na camada limite.
Os dados experimentais de Blom ^  mostram que os valo 
res de Pr^ divergi”! amplamente para um.mesmo Pr.
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Entretanto, procurando acompanhar a tendência de uma 
faixa comum dentro das discrepâncias dos dados experimentais, 
Rotta propôs a seguinte expressão para o número dé Prandtl turbu 
lento:
Prt = 0.9 5 - 0.45 (Y / 6)2 (2.22)
No que se refere ao cálculo de transferência de calor, 
constata-se que a expressão (2.22) apresenta contribuição de bai 
xa ordem em relação a Prt = *9.
-Jp-
2.3. .Transformação por Similaridade
A importância da transformação resume-se na seguinte 
observação de Pereira : "Para se conter a razão crescente da 
espessura da camada limite ao longo do escoamento, e também para 
se manter o numero de espaçamentos na direção y constante, utili 
zou-se um tipo (apresentado a seguir) de transformação por simi­
laridade".
Defeniram-se então:
— — t  -  T
u = — y—  ; v = — I—  e 0 = ------ (2.23)
Uoo(x) Uoo(x) T p -  T f
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E as variáveis independentes sendo:
x
£ 0 0  = f dx (2.24)
Vo
e
n ( x ,y) - y , ( 2 .2 5 )
v ( 2 C )n
( 9 )
sendo n função de Ç e 6 e, conforme Schlichting . , ele varia 
entre 0.5 e 0.8. Neste trabalho o valor que se compatibilizou me 
lhor com os resultados esperados foi 0.5
Portanto, com as novas variáveis acima assim definidas, 
conforme Apêndice B, as equações em pauta tornar-se-ão:
( 25) 2 n  f .  f j  +  f j ;  + t 2 Ç ) n  u  f  7  + ^  " 0 ; C2 -.26 )
(2£)2n f u &  * V 32 = ±  f !E 3u + f u 1 +
• 3£ an 3n V v 3n Rn i
+ X  f ÍÜ.+ l  u ] e (2.27)
3n 1 3n Rn }
30 + V 30 '= K V J f  30
U H  C2ç)2n 3n vpcP C2< 3" 3n
T» f _ f Q 1 + v gH 3 f 30 _ Too f
i T  R R ' ■ U e i v  3n 3n A T  R





UooÇx) R e :
(2Ç)n V
-Y.- - y i Ü 2 ^  fu lu . (2.29)






=A camada limite apresenta gradientes acentuados de velo 
cidade e temperatura nas proximidades da parede, portanto é con­
veniente que se escolha uma malha variável, principalmente na di. 
reção normal ao escoamento, para se constatarem táis gradientes. 
(Ver Fig. 2) .
Julgou-se que o espaçamento entre os pontos nj's deva 
respeitar â progressão geométrica:
Arii = BK . An-j-i » (3.1)J J *•
f 3 1
e a BK, conforme pesquisas de Chararaba v J e Ferrei­
ra  ^ foi atribuido o valor 1,03.
0 espaçamento na direção g também pode respeitar uma 
progressão geométrica, especificamente se a superfície analisada 
admite raio de curvatura pequeno.
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Fig. 2 - Representação de uma malha variável
Para um ponto genérico j’ discretizou-se uma
função F como sendo:
(3.2)
F .i+1/2 ,j + 1/2 . 4
(F. . + F . - + F. • , -i +
V 1 ,J 1+1,3 1 ,J+ 1
(3.3)
As derivadas que se apresentam nas equações (2.16),
(2.17) e (2.18) foram representadas genericamente como:
flZ] i+1/2 , j = Fi+1»J Fl^i 
[ u  > àz
(3.4)
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fiE] i+l/2,3 = Fin,j*l ' Fl+l.i-l * Fi.]+1 ~ A j z l
' 3n ' 2 ( Arij ♦
_L
3n
(Fi + l , j + l
At^  (Arij ■- a n j . j )
v 1+1,3 Fi+l,:i-l>
• CAti-i + ^ j - l 5
(Fi , j +l "
ATijÍAHj- + ânj .i )
ÍFu  -






Introduzindo as expressões (3.2)', (3.3) , (3*4)., (3.5). e 
(3.6) nas equações (2.16), (2.17) e (2.18), t a i s  equações adqui 
rera a forma tridiagonal linear genérica
Ai W i , B i Fiu,j * ci fw , m  = ”i C 3 - 7 )
e os coeficientes Aj, Bj, C . e Dj assumem expressões próprias pa 
ra cada equação segundo apresentado no Apêndice "G".
A solução da expressão tridiagonal 3.7 pode ser
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genericamente apresentada como
Fi + l , j  “ Gj * Fi + l , j + l  + gj ’ ( 5 *8)
sendo
A.
G, = - ------ -— 2-----  e (3.9)
J Bj V cj. • V l
g - °1  ' Cj gj~1 , (3.10)
3 Bj * C; Gj-1
sendo as formulas (3.9) e (3.10) sujeitas à condição de' contorno 
na parede:para = 0 e 0^ = 1 tem-se G^ * 0 e g^ = 0 (3.11)
0 processo de marcha para a resolução da expressão (3.7) 
exige o conhecimento de perfis iniciais tanto para velocidade e 
para temperatura sendo apresentados no Apêndice "D".
Como a camada limite cresce ao longo do escoamento, a 
quantidade de pontos na direção deve também variar para acompa 
nhar este crescimento. A condição de contorno superior é
u * Uco(x) quando y ô ou u^ = 0.99, sendo 6 a espessura da 
camada limite quando a velocidade u atinge 99% de Ueo(x) .
Ao tôpo da camada limite, a condição física abaixo deve 
ser satisfeita: '
|H| í s's , C3.12)
an
Ti*n,
onde ê um critério de êrro especificado da ordem de 10 ^ .
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A expressão (3.12), em diferenças finitas, torna-se:
i+1 ,N " i + l.N-l Ahn-1 • e& (3.13)
sendo N o numero máximo de espaçamentos.
Aplicando (3.8) em (3.7), considerando que n =115 quan­
do Ug =0.99, tem-sé, depois da substituição em (3.13), a seguin 
te condição:
u<5 ' GN-1^ " SN-1 ^ AT1N-1 * e <5 (3.14)
A cada estação, a computação prossegue até que seja sa­
tisfeita a condição (3.14) e deste modo, está determinado o novo 
valor de N.
Uma vez conhecido o conjunto u-, recalcula-se1  -*->j
^i+1/2 j a Partir da equação da continuidade. Recomeça-sé o cal 
culo até que . adquira a convergência ditada pelo seguinte
critério:
jju 3u




sendo p denotando a parede, k iteração e Ep critério de erro da 
ordem de 10"3.
A equação da energia não sofreu procedimento iterativo
pelo fato de, uma vez iterados os perfis u.., . e V . 1/0 elal + J. , j 1+1/ L , j
não apresenta não-linearidades.
A seguir, para se ter uma visão global do método numéri^ 
co usado para o cálculo da camada limite turbulenta, é apresenta
r . “





Com o surgimento das máquinas modernas de computação e 
de métodos numéricos apropriados, tornou-se possível obter resu]. 
tados satisfatorios para as características importantes de uma 
camada limite turbulenta com troca de calor, tais como perfis de 
velocidade, tensores de cizalhamento, coeficientes de fricção lo 
cais, perfis de temperatura, número de Prandtl turbulento e núme 
ros de Stanton locais.
Por outro lado, por causa do limitado conhecimento dos 
processos envolvidos, sobretudo na região próxima da parede, o 
problema em escoamentos turbulentos persiste tanto fenomelogica- 
mente quanto matematicamente e em consequência ainda não é possí 
vel solução exata paira as equações da camada limite turbulenta.
Para se avaliar a eficiência do modelo numérico desen - 
volvido neste trabalho, os resultados são comparados com dados 
experimentais.
No caso da placa plana, os resultados são comparados 
com os dados experimentais de Wieghardt, Moffate Kays, referen­
ciados no trabalho de Wassel e Catton .
Nos casos das superfícies curvas convexa e côncava, os 
resultados são avaliados considerando as observações experimen - 
tais de Thomann /
Jp
4.1. Resultados Obtidos
Utilizando a sub-rotina  ^ (PLOTR 2), e a seguinte a 




















































4.2. Discussão dos resultados obtidos 
Os resultados deste estudo são apresentados nas dis­
tâncias .68348m, .98249m e 1.218m para a placa plana e .92m e 
1,04m para as superfícies curvas.
- Os perfis de velocidade e temperatura médios adimen 
ísionalisados são apresentados no conjunto de figuras G-l. Consta 
tou-se que em todas as estações a camada limite térmica apresen- 
tou-se menor do que a camada limite hidrodinâmica. Êste fato ju^ 
tifica a evidência expe’rimental de Blom ^  de que o transporte1 
de calor e de momento não são similares.
- Os resultados para o perfil de velocidade universal 
(u+ em função de log(y+)) são apresentados no conjunto de figu­
ras G-2. No caso da placa plana, o modêlo manteve-se em boa con 
cordância com os dados experimentais de W i s g h a r d t v
Os perfis para as superfícies curvas se mantiveram 
com valores aproximados ao da placa plana.
- Nos conjuntos de figuras G-3 e G-4, foram plotadas 
as distribuições de tensões prõximo a parède e ao longo de tôda 
a espessura da camada limite. Constata-se em todos os casos uma 
região universal perto da parede onde os resultados são simila- 
res.
- Os perfis de Difusibilidade Térmica Turbulenta, em 
função de y/ô, são mostrados no conjunto de figuras G-5.
Os resultados das superfícies curvas diferem dos re­
sultados da placa plana a partir de y/ô =.1 2 .
- 0 conjunto de figuras G-6 representa o numero de 
Prandtl Turbulento (Prt) .
27
28
Na éstação 1.2815m, para a placa plana, a distri­
buição de Prt é comparada com os dados experimentais de B l o m ^ N a  
região próxima a parede (30<y+^ 100) constatou-se múita. concor­
dância com os dados experimentais de B l o m ^ .  Na região superior 
da camada limite (y+> 1 0 0) surge diferença da ordem de 101 em rela 
ção aos dados experimentais. Uma vez que na região externa os gra 
dientes de temperaturasão muito pequenos, estes valores de Prt 
admitem um efeito também pequeno para os cálculos dos perfis de 
temperatura.
Nos casos de superfícies curvas, as distribuições 
de Prt não oferecem diferenças realçaveis em relação a distribui­
ção de Prt para a placa plana.
- No conjunto de figuras G-7 estão apresentados os 
Fluxos Convectivos Turbulentos em função de y/ô.
A expressão usada para o Fluxo Convectivo Turbulen­
to é
vê = eH (3T/3y) .
Constata-se nas figuras que o fluxo de calor em to­
das as superfícies analisadas atingem seu máximo na região próxi­
ma a parede (y/ô - .1).
- No conjunto de figuras G-8 são apresentados os Coe­
ficientes de Fricção locais. Parâ a placa plana, os resultados 
são comparados com os dados experimentais de Wieghardt^*^. A di­
ferença entre os valores calculados e os dados experimentais va­
ria na faixa de 10 a 2 0%.
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Os Coeficientes de Fricção locais calculados para 
a superfície côncava apresentam um acréscimo máximo de aproxima­
damente 30$ em relação aos calculados para a placa plana.
Os Coeficientes de Fricção locais calculados para 
a superfície convexa apresentam um decréscimo máximo de 1 0% em 
relação aos calculados para a placa plana.
As observações de Thomann^^ constatam: um acrés­
cimo máximo de 20% dos Coeficientes de Fricção locais para a su­
perfície côncava em relação aos da placa plana; e um decréscimo 
máximo de 20% dos Coeficientes de Fricção locais para a superfí­
cie convexa em relação aos da placa plana.
- No conjunto de figuras G-9 são apresentados os Coe 
ficientes de Troca de Calor locais, Números de Stanton, em rela­
ção aos Números de Reynolds locais.
Para a placa plana, os resultados são comparados 
com os dados experimentais de Moffat e Kays^,^ . A diferença en­
tre os valores calculados e os dados experimentais é de aproxima 
damente 2 0%.
Os Números de Stanton locais para a superfície côn 
cava apresentam um acréscimo máximo de aproximadamente 25% em re 
lação aos calculados para a placa plana.
Os Números de Stanton locais para a superfície con 
vexa apresentam um decréscimo máximo de aproximadamente 15% em 
relação aos calculados para a placa plana.
As observações de Thomann^^ constatam: um acrés­
cimo máximo de 20% dos Coeficientes de Troca de Calor locais pa­
ra a superfície côncava em relação aos da placa plana; e um de­
créscimo mãximo de 20% dos Coeficientes de Troca de Calor locais
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para a superfície convexa em relação aos da placa plana.
De uma maneira geral, examinando os resultados obti 
dos no presente trabalho, pode-se concluir que a potencialidade 
do método é satisfatória. Naqueles valores para os quais foi pos­
sível compara-los com dados experimentais jã existentes e também 
nos outros parâmetros, o método apresenta uma capacidade de previ^ 
são do desenvolvimento da camada limite extraordinariamente efi - 
caz. Quão eficaz realmente o método é, só poderá realmente ser a- 
valiado com precisão se futuramente houver o eStudo experimen­
tal do escoamento aqui numericamente analisado.
Durante o processo de desenvolvimento do algoritimo
*
numérico, teve-se em mente a intenção de manter a estrutura de 
programação jã existente. Assim as principais diferenças entre o 
algoritimo numérico utilizado nesse trabalho e aqnêle usado em 
Charamba^ e Ferreira^^ são a inclusão da iquação da Biergia. Ço 
mo o teste de convergência é realizado basicamente na equação da 
Conservação da Quantidade de Movimehto, da qual obtem-se a veloci_ 
dade média do escoamento, não existe a necessidade de iterar a <£- 
quação da Energia. Êste fato vem a explicar o porque da pouca va­
riação no tempo de computação. Naturalmente houve um acréscimo no 
tempo de computação em relação a aquêle apresentado no trabalho 
de Charamba^. Como a finalidade do presente trabalho não é espe 
cialmente a análise do programa de computação, nio houve maior 
cuidado quanto a eficácia do algoritimo, o qual foi suposto jã o- 
timizado nos trabalhos anteriores.
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4,3- Perfis e Dados Iniciais
Perfil inicial de velocidade:
u+ ■= y+ e u = u+.u*/Uoo para y+ < 7 
u+ — 11.08>log y+ 2,3636 e u = u+u*/Ua> para 7 ^ 
u+ = 2,5 £n y+ + 5 ,5 e u = u+.u*/Uo para y+ > 30
Perfil inicial de temperatura:
0 * 1. - (y/<5)1^ 7 ^;5.) .
Dados iniciais:
XQ = 0,0914 m
Uco = 10 m/s
Arij = 0,035
a = 1,035 m 2 
s
n =0,5
<5 = 0, 01436 m








0 objetivo do presente estudo foi avaliar o modelo ma­
temático proposto por Pereira^^ para a solução da camada limite 
turbulenta com troca de calor.
1
Procurando ampliar o raio de aplicabilidade do referi, 
do modelo, a pesquisa ora em discussão, baseada nos estudos de 
Charamba^^ e Ferreira^^ , entende a formulação para cálculos da 
camada limite em superfícies suavemente curvas.
Uma vez que o método numérico desenvolvido apresenta 
característica tridiagonal, os parâmetros iniciais para a solução 
do sistema de equações são de importância fundamental.
Os cálculos para a placa plana foram comparados com 
dados experimentais de Wieghardt, Moffat e Kays e apresentaram 
discrepâncias na faixa de 10 a 2 0%.
Com relação âs superfícies curvas, êste estudo, basea 
do nas observações experimentais de Thomann^^ , também apresen - 
tou a mesma faixa de discrepâncias.
Para a solução genérica de superfície curva
o modelo matemático deverá sofrer algum refinamento para a melhor 
precisão dos resultados. Êste refinamento poderá ser:
1 - Na discretização das equações;
2 - No critério de êrro que dá o aumento do numero de pon 
tos na vertical devido ao crescimento da camada limite;
3 - No valor de n, que nos casos analisados sempre se 
manteve constante e igual a 0.5. é possível encontrar o n como 
função da distância ao longo do escoamento;
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4 - No estudo de um perfil inicial para a temperatura me­
lhor do que o perfil de potência proposto por K a y s ^  ; e
5 - Numa formulação para a Difusibilidade Térmica Turbu -
lenta (e^) independente da Viscosidade Turbulenta (e ), conforjne
(2)estudos de- Cebeci .
No intuito de se ampliar a aplicabilidade deste mode­
lo, são estas as sugestões para trabalhos futuros:
1 - Estudos de escoamentos radiais sôbre cilindros circu­
lares para diversos números de Reynolds;
2 - Aplicação do modêlo para escoamentos turbulentos em 
superfícies curvas com gradiente de pressão; «
3 - Introdução de transferência de massa no problema ora 
em discussão;
4 - Analisar escoamentos com controle de camada limite; e
5 - Analise de escoamentos compressíveis.
De um modo geral, o modêlo matemático proposto por 
Pereira^^ mostrou-se muito bom para o calculo da camada limite 
turbulenta com troca de calor em superfícies curvas.
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A-l PROCESSO DE MÉDIA . ;
Não é apresentado o processo de média para as equações ' 
da continuidade e de Naviei-Stokes pelo fato de já ter sido reali­
zado por Charamba e Ferreira .
Definidas as variáveis instantâneas como: 
u = u + u* 
v = v  + v ' 
p = "p e 
T = T + T 1, 
a equação da energia torna-se:
PCV.
f(u + u') . 9(-T + + (v + V ’) Ííl_íJL_l =
3x 9y I
(A. 1)
K r i  32 fr + T') \ „ f 3dR 3 ( T + r ) x f 8(T + T*) . 92(T + T') . o " ' ãx —  d 3y «„2
9x2 R2dx ' 9x R 9y 3y
Realizando a média, a equação reduz-se â:
p c  | f  ü i l  ♦ f . '  ♦ 7  3 1  ♦ v  gP I 3x 3X 3y 3y
k I f*' ií2  ♦ * ± 1  íb n  i i ii ♦ m
3x2 R2 dx 3X R 3y 3y2
Sabe-se também que:
(A.2)
f JL fu'T’) = f u ’ ! T  + f T* '|H'. ; (A.3)
3x 3x 3X
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—  fv'T') = v' —  ' + T* —  ' 
3y 3y 3y
(A. 4)
f i.(u 'î.') + JL (v’T') = £ u' + v' — ' + T' (— '+ f —  ) 
3x a y 3X 3y 3y 3x
(A. 5)
Sendo a equação da continuidade
f 1H ’ + + £ v , = 0
3X 3y R
conjugada com
f u 1 il' + y» 1 T  = f 3(uJXlI + îKv’t,') + f (V,T ,))
3x 3y 3X . 3y R
resulta finalmente a equação da energia na seguinte forma:
f ü iî + v H  + f ) + -i- (v ' T ' ) + | v ' T '
3x 3y 3x 3y R
r If* ifl + ifl + y 1 1  Í5 il + f il
I 3X2 3y2 R2 d* 3x R 3Y
(A.6)
A-2 ANALISE DA ORDEM DE GRANDEZA
Para o estudo da ordem de grandeza, definiram-se as esca 
las de grandezas para a direção X e L2 para a direção Y. Espe­
cificamente para o caso de camada limitei
<<< 1. (A.7)
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Ao mesmo tempo, admitiu-se para R - .R(x) a mesma ordem 




R(x) + y 0 (Li)+0(L2) OCL2)
= 0(1) (A.8)
' O iv 'T '  ) - O ( u 'T ’ ) - O(JT) (A.9)
Aplicando estas relações à equação da energia tem-se:
P C T
+ o u í i  + ° m . o a 2 )
0(L2) OCLx)
= K o ( D *  . M  + o o i  +0a\) 0(L22)
+ 0 (L ) . ° Í H  . + £íil . oçzi
2 ' 0(1^) ’ OCLj)'’ 0(L2) Odj)* 0(l2)
(A.10)
Ainda, considerando tais relações percebe-se que, na pre 
, os
0 (L ,) .  2ÍIÍ1 . offi. . £ÍÍ2?
sença dos outros termos,  termos 0 (1)2 . —  , 0 (1). 2 L L _1 e
O(L^) 0(LX)
0 ( L2^ ) 0(LX) OCLj) 
ficativas e daí justificando seus abandono.
Por final, a equação (A.6) se reduz a:
admitem contribuições pouco signi-
I r 77 3T + “  3T 
p c  f  u  —  + v  — - 
p 1 3x 3y 3 y R
p c f- (V-T-)
P  3y





-  -  T  T r  T  -  T  rr
U  = — ; : v  = — ; 0  = = — r— ( B . l )
Uoo (x)  Uoo(x)  Tp - T f  AT
x
. dx: níx-vl = v
v ( 2 ç )11
5 W . y S f l  t o l C . y ) y  M s i
il = Uo° _3T 
?y v(2 Ç)n .
3n  ^ dUoo n n TI — : = —  ----- - _  —  Uoo e q u e
3x  v  d Ç  v  Ç
(B . 2)
r » U“ 0 0  R (B.3)
(20" V
Sendo a equação da energia:
P c f í  3T + -  3T ] „  J .  í J T  .  f  f  > 
P t 8X Dy > 3y l 3y R J
* pc c„ -1 í il - í T ) (B.4)
P  H  3y  3y  R  J
Utilizando as relações (B-l) , CB-2) e (B-3) e sabendo que
3T _ Uoo 3T + _3_n 3T t. ( B . 5 )






V - _ V_(2Ç)_ £ u t a equação torna-se ( B . 7)
( 2Ç ) n Uoo(x)
- 30 + ___ V _ _  30 = _K__  y J _  ( _9_ _ T» £
( 2Ç )2T1 3ri v P c p  tï«»(2Ç ) n  9n 8r1 AT  R
0) ' V _fH _3_ f _3_ _ T» f  _ f  ©1 





Discretizando a equação (B.5) em torno de um ponto gen£ 
rico Pi + i/2,j e utilizando as expressões (3.2), (3.3), (3.4),
(3.5) e (3.6), a equação, jã na forma tridiagonal, torna-se:
©i+l,j+1
Vi+l/2 ,j . 0.5 _ __£
(25)íüi/2.(taj+A'1..1) - ecpv lfc(25)nltl/2 
_______  . K V f i + l / 2 . i . 0 . 5
An pCpv U-(25)5t l /2  R V l / 2
v £h
H i+1/2 ,j.
Uoo(2Ç ) T +1^2 v  An^ (Ati j + A n  j _ 1 -j
«M i + l / 2 , j . f l +1 / 2 'j  • -°- 5-
U » ( 2 5 ) ^ i /2 u Rni+ l /2  ( A V 4r,j-l)
+ 0 . , , . . 1 + 1, J AC pCpv Uoo(2Ç)^ + 1/2
+ _________v
Arij (Anj+Anj.]^) PCpV U« (2Ç)5 +i/2
K V 0. 5  . 0. 5+
An ^  pcpv U»(2Ç)?+1/2 r1í*i/2
f i + l . i + l  ~ f i * l . i - l  + f i , i + l  ~ f i .1-l  +




An . ( A n i + Arli - i )  
j .
(2« í +1/2
—  1+1/2 ,j.
V A n j _ 1 ( A n j  + a ^ . - l )
u~C2Ç)J+1/2.
—  i+l/2, j . - < 5 ‘ °-*£ 
V Rni+l/2
fi+1 ’j +1 ' fi+l,j-l + fi,j+l ~ fi,j-Í
An^ . + Ârij_2





fi+l/2,j • 0,5 v








fi+l/2,j * 0,5 
i+l/2 ^'Anj + Anj-1^
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0 - • l. J+.l
- V
Tn
. 0.5 K V
C 2 0 f+ 1 / 2 C An-j - Anj.i) PCP^ UœC 2 0 ? +1/2
K
ArijCArij + -Arij.1 D. pCP v Uoo( 2 Ô i + l / 2
v eH
Rrii+l/2^ Anj + Ar)j-1-^  U.eo(2 £) i + i / 2
v
Arij ( Arij + Arij_ U«C2 ç) i+i/2
Í+1/2 J  .
f1+1/2,1 * 0,5 
Rni+i/2 CAnj + Anj.i) + 0i,j *
fi + l/2 , j . Ui + 1/2,j
. AÇ
K v
pcPv UooC2 çD J+1/2 AnjCAnj + An j _ Pc p v
K
u«(2ç) 1+1 / 2  Anj_ 2 CAnj + Arij_ j) pCpV
v
2^^ i + l /2 U°°
0.5 . 0.5 fi+l,j+l ~ fi+l,j-l 
Rni+l/2 Anj + Anj.!
+ f i , J +l “ f i J - l  
An j +
£H
^ h  + 1/2 V
i+1/2 ,j
Anj C^n- + ÄTij.j)  C2C ) ^ + i / 2 u«
V---- . ^  i+l/ 2 ,
An^^CArij + An^^)
0.5 . 0.5 ■ fi+l,j+l " fi+l,j-l + fi,j+l ~ fi,j-l 
Rr*i+l/2 Ar1j ' Anj-1 Anj ‘ Anj-1
.3-1 ‘
Vj + l/2, j * ° ‘5 + K
(25) ^ 172^ ^  + Anj.i) PCpV
(2ç ) " +1 / 2 .U„ - A n j .p  PCp*
£i+l/2 . 0.5
Ueo(2Ç) ^ +1/2 Rrii + l/2 (Arij + An j_x)
V eH i+1 /2 j
U o o ( 2 Ç)?+1/2 v  A n j- . 1C A n ;j ' +  A r i j . i )
i + l/ 2 , j . ■ — -V .lZl O -l -.‘1
C2C) i+1/2 v RT1i+l/2 CAnj + Anj-1 3
T.» K v 0.5
í i+1/2 Rni+l/2
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fi+i,j+i ~ fi+i»j-1 + fi,j +i ~




^ i / t  • 0.5—  1+1/2 ,j .
v
Rni+l/2
fi+l,j+l ' fi+l,j-l + fi J + 1 ~ fi,3-l
A n  j  +  A r i j _ 2 An j +
De uma maneira geral esta longa expressão pode ser 
presentada como:
Aj ‘ 0 i+l,j+l + Bj 0 i+l,j + Cj 0 i+l,j-l = Dj (<
re-
.2)
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LISTAGEM DO PROGRAMA UTILIZADO
Abaixo segue a listagem do programa para aplicação 




0 0 0 3
0 0 0 4
0 0 0 5
0 0 0 6
0CÍ07
0 0 0 8
0 0 0 90010
0012
0 0 1 3
0 0 1 4
0 0 1 5
0 0 1 6  
0 0 1 7  





0 0 2 3
0 0 2 4
0 0 2 5
0 0 2 6  
0 0 2 7  
0 0  2 8
0 0 2 9
0 0 3 0
0 0 3 1  
0 0  3 2  
0 0 3 3  
0 0 34
0 0 3 5
0 0 3 6
0 0 3 7  
0 0 3 3
0 0 3 9
0 0 4 0
0 0 4 1
0 0 4 2
0 0 4 3
0 0 4 4
0 0 4 5
0 0 4 6
0 0 4 7
0 0 4 8
0 0 4 9  
.00 50
0 0 5 1
0 0 5 2
0 0 5 3  
0 0  54
0 0 5 5
0 0 5 6
0 0 5 7
0 0 5 8
0 0 5 9
0 0 6 0  
0 0 6 1  
0 0 6 2  
0 0 6  3
0 0 6 4
0 0 6 5
0066
0 0 6 7
0 0 6 8
0 0 6 9
0 0 7 0
0 0 7 1
0 0 7 2  
0 0  73
r J C Y 3 ( Z 4 ! t I C V 4 Í  2 4 J , I C Y 7 (
CDMWON UVEL« 2 * 3 0 0 i » V 6 T A I 3 0 0 ) , t ) E L N f 3 0 0  ) , V E L < 2 f » 0 0 ) ,  VAC I , 3 0 0 ) , T £ T A ( 2
l , 3 O O ) , T P L U S ( 2 » 3 G 0 )
COMMON U£Er<0 ( 2 J  . ! ) £R U 0(  2 ) . R A I 0 ( 2 )
COMMON E M ! 2 , 3 0 0 ) , ; ) S T . \ R  I 2 J , Di:LT A ( 2 )  , E N M  2 , 3 0 0 1  »EH 12 » 3 0 0 1  
COMMON X C 0 ( 5 0 ) , C F = t i 5 0 , 3 ) . R N B ( 5 0 , 3 )  , S HA( 5 0 , 4 ) , H F ( 4 5 , 1 )  , Y C 0 J 5 0 )  
C 0 * Y 0 N  UPLUSt  1 , 3 0 0 )  ,YP|_ US ( 3 0 0 )  ,  PR ANT ( 1 , 3 0 0 )
COMMON I C Y 1 ( 2 4 ) , I C Y 2 I 2 4 ) , I C Y 5 ( 2 4 ) , I C Y 6 « 2 4 ) , J  
1 2 4 ) , I C Y 3 ( 2 4 ) , I C Y 9 ( 2 4 )
OIMCNS I f ‘N EFE ( 2 , JO O)
DIMENSION C FE wi r K  3 0 0 )
OI MENSI ON P B i S H O O O J  
QIM£iLS-Uia
uT MENSI ON  COuDt  3 0 ) , E 0 Y ( 3 0 )
0 [MENS ION EN1 ( 2 , 3 0 0 ) , E N 2 ( 2 . 3 0 0 ) , E l E i 2 , 3 0 0 )
01  MENS I(1N YPOWl 3 0 0 1  , 0 P Q W (  3 0 0 )  , 0 P L U S  ( 3 0 0 )
01 MENS IC M G ( 3 0 0 ) ,G N ( 3 0 0 ) ,UVEW<1 2 ) G1 ( 3 0 0 ) , GN143 0 0 )
DIMENSION HY{ 2 0  ) , Y\M 2 0 )
DI MENSION S N T E G 2 I - 3 0 0 )  , SNTEG3 ( 3 0 0  ) ,  SNTEG5 ( 3 0 0 J  
P = A 0 ( 1 , 3 0 5 ) ( I C Y l ( J ) , J = l , 2 4 )
3 0 5  FOP NAT{ 2 4 A 1 )
R=AC(  1 , 3 0 2 ) I I C Y 2 I J ) » J » l » 2 4 )
3 0 2  F )F MAT ( 2"tA I )
R ^ D <  1 , 3 0 6 )  ( I C Y 3 I J )  , J =  1 , 2 4 )
3 0 6  f •0F,*AT( 2 4 i l ) ■ ' - 
R f  l D I  1 , 3 0 7 )  ( I C Y 4 U )  , J  = 1 , . 2 4 )
3 0 7  F D R M t T 1 2 4 A 1 ) . . .
R = A 0 ' ( 1 * 3 0 3 )  I I C Y 5 U  ) , J  = 1 , 2 4 )
3 0 8  FOP MAT( 2 4 A 1)
R E A O t 1 , 3 0 9 ) ( I C Y 6 ( J ) » J = 1 , 2 4 )
3 0 9  FORMAT«2 4 A l )
R” A'J ( 1 , 3 1 0 )  ( I C Y 7 ( J )  , J  = l , 2 4 )
3 1 0  FORMAT( 2 4 4 1 )
R = A 0 (  1 , 3 1 1 ) < I C Y d ( J ) , J - 1 , 2 4 )
3 1 1  FORMAT«24 A1)  , . .
H E AD « 1 , 3 1 2 ) ( I C Y 9 ( J ) , J a l » 2 4 )
3 1 2  F Q K M A T l 2 4 A 1 )
I C 0 0 = 0  
I C S 0 = 1  
N'1AX = 0 
1 2 9  3 0 = 1 . 2
Y P 0 k < 1 ) = 0 . 0  
S U F i i 2 (  1 )  = 0 .
S JT€ G3 (  U = 0 .
3 N T E G 5 ( l )  = 0 .
I CENT=2 
I 0 E G = 4  
NT OT iL  s 3 0 0  
K r I R  ST = 0  
I > | P =0  
3 - 1 - 0 . 4 1  •
3 1 = 0 . 0 1 6 8  
E TA= 1 5 . 1 0 5 - 6  
!:NBA* = 0 . 5  
i ;PSCC!N|=0.  6 5 - 0 3  
OEUTA( 1 ) = 0 . 0 0 9 2  
NK = 10
l i S T A M  1)  = 0 . 5 2 2 4  
P I = 3 . 1 4 1 5 9 2  N:S = 0
A U G I C = 1 . 1 5 1 9 7  
X IX=ANGt O 
R « 0 (  1 )-0 .25  
RA 1 C ( 2 )  = 0 . 2 5  
X £ N 0 = 0 . 0 9 1 4 4  
IJZEFC-I 1 ) = 1 0 . 1 0  
XlU=XI NO*UZERO« 1 ) / E T A  
*MO=XIQ 
0 S L X = 4 G 0 0 .
X t = X IO+DSLX 
X l = X I - 0 E l <
N 1N = i
I F (  I C I O O . E Q . I )  GO TO 1 2 7  
CALL T A0 L E2 (N MA X)
1 2 7  AXl = ( ( 2 . * X l ) + * e . N B A R )
3 RpJET® 100000 .,
X 2 S' X I 0 * E T A / U Z E R 0 ( H
101
; 0 0 7 5
0 0 7 6  ■
0 0 7 7
0 0 7 8
0 0 7 9
0 0 3 0
0 0 3 1  
0 0 8 2
0 0 8 3
0 0 8 4  
0 0 0 5
0 0 3 6
0 0 8 7
0 0 8 8  
0 0 3 9
0 0 9 0
0 0 9 1
0 0 9 2
0 0 9 3
0 0 9 4
0 0 9 5
0 0 9 6
0 0 9 7  
0 0 9 3
0 0 9 90100 "OTOT
0102
0 1 0 3
0 1 0 4
0 1 0 5
0 1 0 6
0 1 0 7
0 1 0 8




0 1 1 3
0 1 1 40115
0 1 1 6  
01 17 
0 1 1 3
0 1 1 90120 
0121
0122
0 1 2 3
0 1 2 4
0 1 2 5
0 1 2 6  
0 1 2 7  
0 1 2 3
0 1 2 9
0 1 3 00131
0 1 3 2
0 1 3 3
0 1 3 4
0 1 3 5  
0 13u 
0 1 3 7 .
0 1 3 8
0 1 3 9
0 1 4 0
0 1 4 1  
0 1 4 2 ,
0 1 4 3
0 1 4 4
0 1 4 5  '
0 1 4 6
0 1 4 7
0 1 4 8
3 K = 1 . 0 3  M= 0
NMMAX=NT0TAL-1
I P 0 I N T = 2
XTSR = 0  ' J
V E U 1 , 1 I = 0
V E C 0 = 0 .oûRunii>=o.o * .
OJ 5 J =  1 1NMHAX
V = L ( 1 î j  i = ( Î A X I * * 2 . 0 ) * Y E T A ( J ) * U V E L t l t J ) * E F E ( 1 » J ) / U Z E R O < 1 ) > * ( O ER U O < 1 
l ) - F W U R * U Z E F O J l  J / X I O J  
5  CONTINUE .
• X F I F S T = 0  ,
M= 1
CRI T =0
CH I T = C P I T » 0  . 0 2  
3 9  CONTINUE 
3 1 4  NOK =G ’
E M ( 1 , l ) = 0  
K F I R S T = K F I R S T + l  
I F ( K F I R S T . E Q . l )  GO TQ 8 
G 3 TO 10
8  Cl NT I NUt
C S Î M = ( X I + X 1 ) + * ( 2 . * E N B A R )
A < I = ( ( 2 .  » *
CERUO( 2  ) = 0 . 0  
VP LU S ^ UZ ER O( 1 J / U S T A R ( 1 )RMET = 100000.
K M 5 T£ = 1C CC C0 .
Rc'MEO = ( F NcT*R NE T A) * 0 • 5  
' U V E L I 1 , 1 ) = 0 . 0  
SNT EG6=0 
00  5 1  j = i , u m u a x
U P L U S t l » J ) = U V E L ( 1 » J 1 * U Z E . R 0 ( 1 ) / U S T A R ( 1)  .
Y P O W t J ) = ( 2 . * X l } * * 0 . 5 * Y E T A I J J * U S T A R ( l ) / U Z E R 0 ( l )
6 ? 6 ( 1 . J > = 1 . 0
È f I Î i 1 1  n T = ( EFE ( 1 ,  J  ) «-EPE 12» J  ) J * C .  5  ‘
T i  I v (  J  ) = C S t  ‘<*=FEMEO( J  )
;UPSN!< J ) = T 3 I M ( J  ) * i n E B U n i  n / U Z E P O ( l ) + O E P U O ( 2 > / U Z E R O ( 2 J  ) * 0 . 5  
5 1  O N T  INUf.
30  C J N ' T I \ u r  
Vr 5 T = 0 . 9 9  
0 0  75  J  = 2 tNMAX
OPHVi ( J  )=YPiJW( J  l - Y PO W l  J -  1J . . .
SJMF = ( EPE ( l  » J  ) * ( L . - U P I U S ( 1 » J ) / V P L U S » + E F E ( 1 , J - 1 ) > M 1 . - U P L U S < 1 , J - 1 ) / V  
1 P L U S ) ) * ( O . ü O P O W Î J J )
S N T r G 6 = s n r E G o « - s u ^ E  ■■•75 cjnti .\ue '
iM.-)AX40 = M«AX+40 „  .  .  w .
I r  (NÎ-IAX40.GE.NMMAX) NMAX40=NMMAX-1 
;<MAX20=.\MAX+20 . .
I FI NMAXzO.GC. NMMAX)  NMAX20=NMMAX-1 
N M 4X 3 9 = N M A X 4 û - l
N M A X 7 0 = A X 4 0  ♦ 3 0  • : V
I F IN M AX 7 0. G T. N MM A X)  NMAX70=NMMAX-1 
N£2=C ’
NO = N
' J / E t  (1 » 1 ) =0 .
U V r L ( 2 . l J - 0 .
V E L ( 1 t 1 ) =0 .
UVEl Î I f N K M À x + l ) = U V E L ( 1 ,NMMAX)
UVCL ( 2  » NM t i X  + 1) = U V E L ( 2 ,NKMAX) ■
■00 73 J N  = 1» 4  :
YVl JN) =Yf cT A(  J N J  . ..
HYl J N > = U V E U  l i J N )
7 1  r i N T I N U c
Ç4LL Q t P t H Y , Y V t F I R S T , 1 , 1 , 4 )
i f ? s l o p e Î l t . o i s l o p e = - s l o p e
NMÎN=MI N+1
0 0  12 J=NN I N» NMMAX
D ü t S U M = 0 E L N (  J  H - O E L N U - 1  )
102
0 1 4 9
0 1 5 0
0 1 5 1  
015«?
0 1 5 3
0 1 5 4
0 1 5 5
0 1 5 6
0 1 5 7  
0159
0 1 5 9
0160 
0 1 6 1  
0 1 6 2
0 1 6 3
0 1 6 4
0 1 6 5  
0 1 6  fa
0 1 6 7
0 1 6 8
0 1 6 9
0 1 7 0
0 1 7 1
0 1 7 2  
e**3- 
01 74
0 1 7 5
0 1 7 6
0 1  77
0 1 7 8
0 1 7 9  
0 1 3 0  
0 1 8 1  
0 1 8 2
0 1 8 3
0 1 8 4
0 1 8 5
0 1 8 6  
0 1 0 7  
0 1 3 8
0189
0 1 9 0
0 1 9 1
0 1 9 2
0 1 9 3
0 1 9 4
0 1 9 5
0 1 9 6
0 1 9 7
0 1 9 8
0 1 9 9
0200 
0201 0202
0 2 0 3
0 2 0 4  
0 2 0 5 .  
0 2 0 6  •
0 2 0 7
0 2 0 8  




0 2 1 3
0 2 1 4
0 2 1 50216
0 2 1 7
0 2 1 8  
0 2 1 9
n P L U S I J ) = 2 . / < 1 . + S 0 R T C H - 4 * i B l * * 2 ) * < Y P O W < J ) * * £ I * U - E X P { - Y P O W ( J J / 2 6 . )  
1 ) * * 2 ) )
E N l ( l , J ) = < l . / O P L U S t J ) - l . )
G 4 M G = I . / l l . + 5 . 5 * ( E T £ * A X l * Y E T A ( J ) / I U Z E R 0 ( l )  *OC.’LTA ( 1 ) J  ) * * 6  )
£ N 2 ( 1 » J  J = B 0 * V P L U S * S N T E G 6 * c;AM0
I F ( E N 1 ( l , J ) . L E . E N 2 ( 1 , J ) ) E M < 1 , J ) = E N K 1 , J )
I F ( E N K l , J ) . G T . E N 2 < 1 , J ) ) E M ( l , J ) = E N 2 ( l , J )
12 CONTINUE -
0 0  9  J=NINfNMMAX 
E y ( 2  r J )  = E M ( 1 , J )
U V 5 L ( 2 » J J = U V E L ( 1 » J J  
V c L ( 2 . J ) - V E L ( I t J )
9  CONTINUE 
1 0 'CONTINUE
D E L T A ! 2 )  =YETA (N.MAX) * (  < 2 « * XI  ) * * E N 8 A R ) * E T A / U Z £ R O t 2 )
GC1 1 = 0  ♦
5 M ( 1 ) = 0
0 0  11 J=NNTN.NMAX70 
DELSUH = OEL‘>il J ) + D E L N <  J - l )
VELM=VEL( I , J )
U V £ K = ( U V E L ( 2 ,  J I + U V E L U ,  J ) ) * 0 . 5  
U V T M J = 0 . 5 * ( U V c L ( 2» J “ 1)  + UVE L( 1 , J - 1 ) )
E M E T = 0 . 2 5 = » ( t M » l , J ) » E M ( 2 , J J + F M (  ■ T ■- i w c m (  ?  »-r> i_
■=i>4F T , l s H . 7S * (c-4< I f I I I l~H ( 1 ■ . f i l  I U M  JT jT T j l
' 1/ (  2 . * U-TSUM )
T H R A 2 = ( l . + e « E T J ) / < 0 E L N I J J * D E L S U M )
TER A 3 = í 1 .  ■*-£M5 T ) /  1 0£ L N  {J - l  ) *0.SLSUM )
. TERA4= ( ( 1 . - G M C 2 ,  J  + U  ) * E F E 1 2 ,  J U I  / * N F T A  ) / ( 2 . *CELSUM)
TSRA5={  ( l . - E v. < 2 ,  J - l )  ) * E F E ( 2 t  J - 1 J  / R N E T A ) / I 2 . * B E L S U M )
T G R A 6 = ( < l . - E f M  I ,  J * l )  ) * c F e < l , J + l ) / R N E T ) / ( 2 . * C E t S U M )
T 5 R A 7 * ( í 1 . - E M Í 1 , J - l ) J * E F E l l , J - l ) / R N E T ) / ( 2 . * O E L S U M J
T E R A 9 = < T S I M ( J ) * U V E M ) / a E L X
A J = T E R A 1 - T . " S A 2 - T E R A 4  .
i3J=TERA9 + T c R A 2 + T E ^ A 3
C J  = TERA 5—T ERA1—T6RA3
S ) M = ( J U V E l l 2 , J  ) + * 2 ) * E F E I 2 , J ) + » U V E L ( 2 t J - l ) * * 2 » * E F E ( 2 , J - l ) ) * 0 . 5 * D E L N  
I Í J J / R N E T A  
SN TE G2Í  J ) = S N T £ G 2 (  J - D + S O M  .
------ , ' iUMMsJ ( U V r H  I , J  ) * * 2 )  * GF E(  1 ,  J ) *  ( UVEL(  1* J - 1 ) * * 2 1 * E F E  ( I , J - I J ) * 0 . 5 * 0 E L
1 M ( J  I / RNt I T 
S ■J r  EG3 Í J > = i N T F G 3 (  J - l l + S U M M  
O I F EK  = ( S N T S G 2 U  ) - S N T r 0 3 (  J D / O E I X  
S •JTEGSI J )  =1 S N T r 5 2 (  J J + S N T E G 3 U )  ) * 0 .  5 
C J R V l = T S i y ( J ) « O I F Í R  ,
f »RE Sl =P RES M(  J  1* ( l . - (  U>/EM**2) )
C U R V 2 = ( CS I H *Y E TA <  J  J + ENt iAtoME- EMEDí  J ) * * 2 ) * ( U V E M * * 2 )  ) /  Í I X U X I  ) * 0 . 5 * R
1 P h P s 2 = PRES.M< J  J * { YETA< J )*EFEMED(  J ) * { U V E M * * 2 > / R E M E D + 2 . * S N T ê G5(  J  1 3 
PRE C CV = C U R V 2 - C U R V I - P R E S 2 + P R  ES 1
ú J = UV E L ( l ' t  J + l  )*< TERA2-TERA1 H E R  A6 ) +UVE L ( 1 1 J l *  ( T ER A 9 - T E R A 2 - T E R A 3 3 +U 
1 V E L ( I t J “ l > * < T E R A 1 + T E R A 3 - T E R A 7 ) + P R E C 0 V  
G ( J  ) = - A J / ( S J + C J * G ( J - l ) )
G M ( J  ) = ( D J - Ç J *G N ( J - 1 ) J /  < B J+C J.*G I J - l  J )
1 1  CCI'JTINUE
I F ( C R I T . G E . l )  GO TO 7 0  
■GO TO .72 •
7 0  CONTINUE 
Cí< I T * 0  
U L 0  = NMAX ‘
KMAX =NMAX-4
DO 15 J  = KMAX jNV AX20
TESTVA = EP.SLON*DELN( J  )
VALUE = 0 . 9 9 * I 1 . - G ( J ) ) - G N ( J )
N M A X * J  + 1
I F  ( V A L U E . L E . TESTVA.) GO TO 1 8
1 5  CONTINUE
1 8  CONTINUE . „  .
I F ( N M AX . GT . N O L D + 3 ) NMAX=N9LD+l  
I F t N M A X . L E  . NOLO)  NMAX*NOLO
7 2  CONTINUE .
MOACK=—{NMAX—1)  .
ÜPREV = U V E L ( 2 »  I PO I N T  
NM=—'NI N - 1 
U V E U 2 , N M A X )  = 0 . 9 9  
OJ  14 NF=NoACK,NM :
K F = 1 A B S ( N F )
103
0 2 2 C  I J V I I .  ( 2 » KF 1 =G ( KF ) * U V E L  i  2 , K F + 1 ) + G N ( K F )
0 2 2 1 ‘ 1 4  CONTINUE
0 2 2 2  V E L K = 0 .  '
0 2 2 3  AXf = { 2 * X l  )**E.N8AR
0 2 2 4  0 1  9 5  J = N N I N , N M A X 7 0
0 2 2 5  VELT = VELi'l
0 2 2 6  0EUVF= (UVEL ( 2»  J  ) - i J V E l  ( 1 » J )  +-UVE l  ( -2,  J - l  ) - U V E L 1 1 » J - 1)  ) /  ( 2 . * 0 E L X  }
0 2 2 7  ; J \ / K N T = 0 . 2 ' 3 ’; ( UVl L I 2 » J )+ U VF .  L ( 1 » J ) + U V E L ( 1 » J - 1 )  *UVEL ( 2  , J - l J )
0 2 2 0  = F E M 0 . 2 5 * < E F E {  1 ,  J - 1 ) «-EFE ( l , J  ) +E>=5 < 2 ,  J - l  ) i - EF E< 2 ,  J U
0 2 2 9  T E R M 2 = ( - C F E M / 1 2 . * 3 E M 5 0 ) + 1 . / D t L N f J - l J >
0 2 3 0  r E « M l = C S t M * E F E M * < iJ V E N T * E N B A R / < X l - 0 . 5 * 0 E l X ) * 0 E U V F )
0 2 3 1  O E N G M = ( F F E i V R E K £ 0 ) * 0 . 5 + l . / 0 E L N ( J - l )  .
0 2 3 2  . VEL M1 VELT*TERM2 /  DSNCM-T E R M l / D E ^ t f
0 2 3 3  V E L ( 1 » J )= V EL M
0 2 3 4  V A < l i J > = < V Ë L < l , J ) / A X I ) - { A X I * U V E U l » J > * Y E T A ( J J * E F E I l , J ) / U Z E R O ( i ) ) * (  
l O ï R U O  ( 1 ) - (  E N 3 A R * U Z E R 0 m / X l >  )
0 2 3 5  ■ 9 5  CCNT INUE '
0 2 3 6  CT EST = 0 . 0 0 50 2 3 7  . T p f A a c /  n , t / c t  / ? r T P n T H T ) - i i P n F U - i ^ u a a £ i A 4 ~ e * w . R T r m —Kn t n  ? n
0 2 3 5 ------ ---------------------------------------------------------------------
T J 7 3 9  N=C = 1
0 2 4 0  <F IRST = 0
0 2 4 1  I T F R =0
0 2 4 2  *=M + 1
0 2 4 3  • GO TO 2 1
0 2 4 4  2 0  CONTINUE
0 2 4 5  ITER = I T E R + 1
0 2 4 6  I r ( T T E K . L T . 1 0 )  GO TO 3 9
0 2 4 7  I TFR = 0
0 2 4 8  K F I R S T = 0  .
0 2 4 9  X I =X î -L ' ELX . - /
0 2 5 0  üF; lX = r ) E L X / 2 .
0 2 5 1  < I =XI+QfeLX
0 2 5 2  X l = X I - D E L X
0 2 5 3  DO 2 2  J = N I N  ,NMMAX -
0 2 5 4  V E L t l . J ) = V E L < 2 » J )  •
0 2 5 5  2 2  CONTINUE
0 2 5 6  GQ TO 3 9
0 2 5 7  ' 2 1  CONTINUE
0 2  5 'J 00  6 4  J M = l , 4
0 2 5 9  . H Y ( J  M ) U V f: L I 2 » J  M )
02 60 Y V ( J v ).= YETA( Ji 'U
0 2 6 1  6 4  C J N T I N U F  ,
0 2 6 2  C AL l  DER<HY,  YV, F I R S T ,  1» 1 . 4 )  . . .
0 2 6 3  S L O P F = F I R S T
0 2 6 4  I r ( S L U ? E . L T . O ) S L C P E = - S L O P E
0 2 6 5  USTAf'  ( 2 J = $ 5RT  ( ( U Z c R D ( 2 ) * * 2 ) * S L 0 P E / <  ( 2 . *XI  ) * 4 E N 8 A R 1 J.
0 2 6 6  I F ( HO K .- Ë ' J . 1 ) GQ TO 1 3 4
0 2 6 7  I F ( C F - L T A U )  . G E . 0 . 0 1 9 ) G O  TO 13 8 
0 2 6 3  G J  TO 1 3 4
0 2 6 9  1 3 3  CONTINUE
0 2 7 0  N j K=NCK+1
0 2 7 2  1 3 4  n H N ™ E O .  l l c R . N 0 . E Q . 2 . O f i . , N O . E a . 3 . O R . N O . E Q . 4 . O R . N a . E Q . 5 . C R . N C . E G .  10
1 . P R  . \ ; 1 . E 5 - 2 0 . 0 R  . N 0 . E Q . 3 0 . C R  . N O . E Q .  4 0 . OR.  NO.E Q.  5 0  .OF . N 0 . E i . 6 O  . ' JR .NO
2 . E 0 . 7 0 . 0 » . N O . E 0 . 3 0 . O R . N O . E Q . 9 0 . O R . N O . S C . I C O . O R . N O . E Q . 1 5 0 . O R . N 0 - Ê 3 .  
3 1 3 0 . C R . t J O . r O . 2 0 0 . O S . N O . E Q . 2 5 0 . O R . N O . E  j . 3 0 0 . D R . N O . c G . 3 5 0 . O R . N O . E J . 4  
4 J 0 . C P - N O . E Q . 4 5 0 . C R . N O . E 0 . 5 0 0 J G Q  TO 26 .
0 2 7 3  GO TG 2 0  •
0 2 7 4  2 6  CONTINUE
0 2 7 5  • I N P = I N P * 1
0 2 7 6  3 1 5  SCM A = J . 0
0 2 7 7  . ? R A N = 0 . 7 2
0 2 7 8  = H( 1« l )  = 0 . 0
0 2  79 S H ( 2 ,  U = 0 . 0  
0 2 3 0  UPLUS ( 1 ». 1 ) ” 0 . 0
0 2 8 1  Y P L U S ( 1 i = 1 .
0 2 8 2  T 3 L U S 1 1 » l )  = l .
0 2 8 3  PP.ANT ( 1 » 1 ) = 0 .  0
0 2 3 5  i j^LUS t U  J  f=UVEL ( 1 .  J  l * UZ EF O ( 1 ) / U S T A R t  1 )
0 2 8 6  • P 3 A N i T l l . J ) = ( e x P l . 4 * U P l U S < l f J ) ) - l . - . 4 * U P L U S < l , J ) - ( ( ( . 4 * U P L U S I 1 . J ) ) *
l # 2 ) / 2  ) - (  l ( . 4 * U P L U S (  1 , J  ) ) * * 3 ) / 6 ) - U  ( . 4 * U P L U S < 1 » J )  ) * * 4  ) / 2 4 . )  ) /  ( E X P J / . 4  
2- +J PL US I  1 ,  J )  ) - l - . - . 4 * U P U U S (  1 ,  J ) - (  l ( . 4 * U P L U S  l 1 » J  J ) * * 2  ) / 2  ).-l ( I . 4  «UPLUS 
3 ( 1 .  J  ) J *  *  3 ) / 6 ) )
0 2 8 7  Y? LUS (  J )  = Y c T A U ) * U S T A R < l ) * H 2 .  + X l ) * * E N B A R ) / U Z E R 0 U )
104
0 2 8 8 -
0 2 U 9
. 0 2 9 0
0 2 9 1
02 92
0 2 9 3
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E H < 1 » J ) = E M t 1 , J J / P R A N T C 1 , J }
E H ( 2 » J ) = C H ( 1 , J )
1 3 5  CONTINUE
ê:H{ 1 » NMAX+l ) = E H( 1 »N M AX )
5H< 2,N?4AX*.l  ) = E H ( 1 , N M A X )
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- E F E Í Í , J - l )  ) / REME?) *0=LSUM
P>*AN=0. 72
C Q l = ( 1 / P F A N ) * { 1 / P N D )
C 0 2 = ( l / R N 0 ) * c H t T  
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2 5  CONTINUE
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S U 3 F 0 U T I N E  D E R < A , Y , F I R S T , L , N 1 , N 2 J  
DI MENSION A ( 2 0 )  , Y ( 2 0 )
F H  S T -  0 
O J  1 I = N ' 1 , N 2  
P J O D l = l .
0 0  2 J = N 1 . N 2  •• ;
I f I J . t f i . l i  Cl) TO 2 
P F O D l = P f c O D l * ( Y ( I J — Y f J ) )
2  CONTINUE 
SI: OC.N =0
0 0  3 K = N l , t f 2
I i l K . E Q . I )  GU TO 3
P f l O C 2 = l .  •
0 0  4 M= , ' U , N2  
I F ( M . E f i . K )  GO TO 4 
Î F ( K . E C . I )  G3 TO 4 
P ^ 0 0 2 = P R C 0 2 * <  Y( L ) - Y . ( M )  )
4  CONTINUE
$ . : CCN=Sr -CCN+PP0D2
3 CONTINUE
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COUMCM UVCL( 2 , 3 0 0 J , Y E T A ( 3 0 0 ) , O E L N ( 3 C 0 ) , V E L X 2 , 3 0 0 ) ,  V A ( 1 , 3 0 0 ) , TETAI 2
1 , 3 0 0 ) , T P L U S ( 2 , 3 0 0 )c a ^ i. n uz r ^u 1 2 r . Cet- un ( 21 ,p aiüT2 )' " :
CUKMGN EM( 2  » 3 0 0 ) , US TAR( 2 ) ,  0 £ L T A ( 2 ) » f r N I ( 2 , 3 0 0 ) , E H (  2 ,  3 0 0 )
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4 CONTINUE 
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END
